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Von den natiirlichen Zahlen zu den Quaternionen

* Gerhard Dorfer, TU Wien
Zusammenfassung

Bei den Zahlbereichserweiterungen vog den natiirlichen bis hin zu den komplexen Zahlen kommen mit
einer Ausnahme, namlich der Bildung[her reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen, durchwegs einfache
algebraische Konstruktionen zur Anwendung. Ausgehend von den natiirlichen Zahlen werden jeweils auf
die bereits vorhandene Struktur aufbauend neue Objekte definiert, wobei die neue Struktur in gewisser
Hinsicht mehr leistet, andererseits gehen aber auch wichtige Eigenschaften bei der Erweiterung verlo-
ren. Motiviert werden die Erweiterungen jeweils iiber das Lésen von Gleichungen. SchlieBlich werden
noch die Quaternionen eingefiihrt und als eine Anwendung ihre Niitzlichkeit bei der Beschreibung von
Drehstreckungen bzw. Drehungen im dreidimensionalen Anschauungsraum aufgezeigt. In einer Zusam-
menschau kdnnten entsprechend ausgewihlte Teilbereiche z.B. in Form einer Fachbereichsarbeit behan-
delt werden und dabei zu einem besseren Verstandnis der Zahlbereiche und ihrer wesentlichen Merkmale

beitragen.

1 Natiirliche Zahlen

Die natiirlichen Zahlen bilden die Grundlage jeglicher Arithmetik und entstehen durch
eine Abstraktion des Zahlprozesses. Obwohl die Axiomatisierung der natiirlichen Zah-
len hier nicht im Mittelpunkt steht, sollen doch ein paar Bemerkungen hierzu angefiigt
werden.

Die gesamte Mathematik lasst sich auf dem Fundament der Mengenlehre aufbauen. Das
Axiomensystem der Mengenlehre nach E.Zermelound A.Fraenkel ist darauf ausgerichtet,
dass die Existenz der natiirlichen Zahlen unmittelbar aus diesen Axiomen abgeleitet wer-
den kann. Ohne auf Details einzugehen, wird hierbei der dem Zahlen zu Grunde liegende
Vorgang des Hinzufiigens von 1 mengentheoretisch gefaBt und die natiirlichen Zahlen als
kleinste Menge definiert, die gegeniiber diesem Prozess abgeschlossen ist und die Zahl 0
(= 0 leere Menge) als Ausgangspunkt enthalt (siehe z.B. [2], Unterabschnitt 13.2).

Vorausgegangen ist dieser Fundierung eine Beschreibung der natiirlichen Zahlen durch
G.Peano, der das Zahlen durch eine sogenannte Nachfolgerfunktion S modelliert (fiir eine
natiirliche Zahl n ist S(n) als n + 1 zu verstehen). Sinngem4f lauten seine Axiome wie

folgt:

1. Es gibt eine natiirliche Zahl namens 0.

2. Jeder natiirlichen Zahl n ist (eindeutig) eine natiirliche Zahl S(n) zugeordnet. S(n)
heift Nachfolger von n.

3. 0 ist nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl.

4. Die Nachfolgerfunktion S ist injektiv, d.h. aus ny # nj folgt S(n,) # S(n2).

lganausogut konnte man bei 1 anstatt bei 0 beginnen
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5. Enthilt eine Teilmenge M der natiirlichen Zahlen die Zahl 0 und ist mit jeder Zahl n
aus M auch ihr Nachfolger S(n) aus M, so enthilt M schon alle natiirlichen Zahlen.

Das Axiom 5. wird auch als Induktionsaxiom bezeichnet und stellt die oben angesprochene
Minimalitit der natiirlichen Zahlen sicher. Wir bezeichnen in der Folge wie iiblich die
natiirlichen Zahlen mit N, S(0) =: 1, §(1) =: 2, und so fort. Auf N wird dann induktiv
(d.h. mit Hilfe des Rekursionssatzes, der wiederum auf dem Induktionsaxiom fufit, siehe
z.B. (2], Unterabschnitt 1.2) eine Addition + und darauf aufbauend eine Multipliktation
- durch folgende Festlegungen fiir beliebige n,m € N definiert:

n+0:=n, n+ S(m):=S8(n+m),
n-0:=0, n-S(m):=n-m+n.

Mit Induktionsbeweisen, die ihre Grundlage wiederum im Induktionsaxiom haben, weist
man dann leicht die Giiltigkeit folgender Rechengesetze baw. Eigenschaften fiir die alge-
braische Struktur (N, +,) nach:

¢ + und - sind kommutativ,
¢ + und - sind assoziativ,

- ist distributiv bzgl. +,

0 ist neutrales Element fiir +, 1 ist neutrales Element fiir -,

+ ist reguldr, d.h. n + my =n +my = m; = m;,,

e - ist mit Ausnahme von 0 regulir,dh. n-m; =n-mq, n#0 = m; =m,.

Die natiirlichen Zahlen besitzen auch eine natiirliche Ordnungsstruktur <, die sich mit
Hilfe der Addition wie folgt definieren lasst:

n<me&edkeN: m=n+k.
Dies fiihrt auf die bekannte Anordnung der natiirlichen Zahlen
0<1<2<3<...,

die auch die anschauliche Vorstellung der natiirlichen Zahlen als in dieser Reihenfolge
eingetragene Punkte auf dem Zahlenstrahl prigt. Je zwei Elemente n,m € N sind mit-
einander vergleichbar, d.h. es gilt n < m oder m < n, und < ist mit + und - vertraglich,

d.h. fiir alle n,m, k € N gilt:
n<m = n+k<m+k, nk<mk.

Von grofier Bedeutung ist weiters, dass (N, <) eine sogenannte Wohlordnung bildet, d.h.
jede nichtleere Teilmenge von N besitzt ein kleinstes Element (die duale Aussage iiber die
Existenz eines groBten Elementes stimmt natiirlich nicht).

Den anschliefend besprochenen Zahlbereichserweiterungen ist gemein, dass zunéchst eine

neue umfassendere Menge von Objekten betrachtet wird, die durch die Bildung karte-
sischer Produkte aus dem bereits bestehenden Zahlbereich entsteht (eine Ausnahme ist
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die Konstruktion der reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen) und anschlieBend gewis-
se Objekte identifiziert und zu Klassen zusammengefasst werden (Ausnahme: komplexe
Zahlen). Diese Klassen bilden dann den neuen Zahlbereich. Die Einteilung in Klassen
geschieht durch Angabe aller Paare zu identifizierender Elemente. Die so entstehende
binire Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation, d.h. sie ist durch folgende Eigenschaften

charakterisiert:

1. ~ ist reflexiv: fiir alle z gilt z ~ «,
2. ~ ist symmetrisch: aus ¢ ~ y folgt y ~ «,

3. ~ ist transitiv: aus £ ~ y und y ~ z folgt z ~ 2.

Die Relation ~ teilt die zu Grunde liegende Menge M in zueinander disjunkte Klassen
ein: fir z € M ist
[z} ={ye M |y~ z}

die Aquivalenzklasse von z. Die Menge aller Aquivalenzklassen
M/~={lz] | 2 € M}

heifit Faktormenge von M bzgl. ~.

Zum Beispiel kann man auf der Menge der natiirlichen Zahlen N folgende Aquivalenzre-
lation erklaren:

Z ~y ¢ zund y ergeben bei Division durch 3 den gleichen Rest
Fiir diese Relation erhalt man 3 Aquivalenzklassen: N/~= {[0]., [1]~, [2]~} mit

0. =1{0,3,6,...}, [1].={1,4,7,...}, [2l.=1{2,58,...}.

2 Ganze Zahlen

Wie bereits angesprochen lassen sich die Zahlbereichserweiterungen durch das Bestreben
motivieren, gewisse Typen von Gleichungen lésen zu kénnen. Fiir gegebene a,b € N hat

die Gleichung
at+z=1b (1)

im allgemeinen keine Losung z in N. Eine Lsung existiert genau dann, wenn a < b ist.
Durch die Konstruktion der ganzen Zahlen wird erreicht, dass diese Gleichung stets eine
Lésung besitzt.

Wir betrachten vorerst die Menge Z = N x N. Der Leitgedanke ist nun, dass das Paar
(b,a) € N x N die Lésung von (1) werden soll, also die (erst zu definierende) Differenz
b — a reprisentiert. Da wegen der Regularitit der Addition die Gleichung (1) und die
‘Gleichung

a+k+z=b+k
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fiir beliebiges k € N dieselbe Losung z haben, miissen wir in der Menge Z folgende Paare
identifizieren, um eindeutige Lésungen zu gewahrleisten:

(b1, a1) ~ (b2,a2) & by + a3 = by + ay.

Man iiberpriift leicht, dass eine Aquivalenzrelation vorliegt. Exemplarisch fiihren wir den
Nachweis fiir die Transitivitat: Aus (by, a;) ~ (by,a2) und (b2, az2) ~ (b3, a3) folgt

by +az=by+ a1, ba+az=bs+a;,
addiert man die beiden linken und die beiden rechten Seiten so erhalt man
by +a; +by+a3 =by+a; + b3 + aq,
kiirzt man a; und b, auf beiden Seiten (Regularitat!) dann folgt
by + as = b3 + ay,

also (by,a1) ~ (b3, a3).

- Nun definiert man die ganzen Zahlen als Faktormenge Z := Z/~. Die Klasse [(0,0)]. =
{(0,0),(1,1),(2,2),...} reprisentiert der Konstruktionsidee nach die Losung z der Glei-
chung 0+ z = 0, also die Zahl z = 0. Allgemein entspricht fiir beliebiges n € N der Klasse
[(n,0)]« = {(n,0),(n + 1,1),(n +2,2),...} die Lésung der Gleichung 0 + z = n, also
z = n. Wir werden also kiinftig fiir die Klasse [(n,0)]. zur Abkiirzung wieder n schrei-
ben. Daneben existieren jedoch auch die Klassen [(0,n)], die die Lésung der Gleichung
n + z = 0 darstellen sollen. Fiir die Klasse [(0,n)]. fihren wir aus diesem Grund die
Bezeichnung —n ein. Da fiir beliebige a,b € N die Beziehung a < b oder b < a gilt, also
k € N existiert, sodass a + k = b oder b+ k = a, erhilt man [(b, a)]~ = [(k,0)]~ oder
[(b,a)]~ = [(0,k)]~. Das heifit jede Kongruenzklasse ist von der Form & = ((k,0)]~ oder
—k ={(0,k)]~, k € N.
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Erklirung der Abbildung: Die Konstruktion der ganzen Zahlen als Aquivalenzklassen von Paaren natiirli-
cher Zahlen soll in dieser Graphik deutlich werden. Die durchgezogenen dickeren Linien sollen das Zu-
sammenfassen der auf diesen Geraden liegenden Zahlenpaare andeuten. Die fettgedruckten Ziffern stehen
fiir die dadurch konstruierten ganzen Zahlen (siche auch [4, Seite 54).

Die Addition und Multiplikation ganzer Zahlen ergibt sich nun zwingend, wenn die Re-
chengesetze (Kommutativ-, Assoziativ-, Distributivgesetz) erhalten bleiben sollen: [(b, a)]
bzw. [(d, ¢)]~ ist Losung der Gleichung a+z = b bzw. c+y = d, also folgt (a+c)+(z+y) =
(b + d), d.h. man definiert:

[(6;a)]~ + [(d, 0]~ = [(b+d,a +c)]~.
Somit lasst sich auch unser Leitmotiv iiber die Bedeutung von (b, @) prizisieren:
(b))~ = [(b,0)) +[(0,8)}w = b+ (—a) = b—a.
Ahnliche Uberlegungen wie bei der Addition fiihren zu
[(b,a)]~ - [(d,¢)]~ :=[(bd + ac,ad + bc)]~.

Bei der Definition der Operationen muss man sich natiirlich {iberlegen, dass diese Festle-
gungen vom jeweiligen Reprasentanten unabhingig sind, d.h. aus (b;,a;) ~ (b,a3) und
(d1, 1) ~ (dz,¢2) folgt (by +dy, a1 +¢1) ~ (ba +dy, a3+ ¢3) und (byd; + arcy, a1dy + byey) ~
(bad; + agca, azd; + bacy). Dies lasst sich durch einfache Rechnung bestitigen.

Erklart man die Ordnungsrelation fiir 2,y € Z wie zuvor
c<y&edkeN:z+k=y,
so fithrt dies zur Bedingung

[(3,a)]~ <[(d,0)]n ®#b+c<a+td

Bilanz: Fiir (Z, +, -) bleiben alle fiir (N, +, -) angefiihrten Rechengesetze erhalten, zusétz-
lich gilt:

o Fiir alle z € Z existiert —z : z+(—z) = 0. In der Darstellung als Aquivalenzklassen
gilt —((b,a)]~ = [(a, )]

o Fiir u,v € Z hat jede Gleichung der Form u + z = v die eindeutige Lésung z =
v+ (—u)

Alle Eigenschaften konnen sehr leicht nachgerechnet werden.

Beziiglich der Ordnungsrelation verliert man jedoch eine Eigenschaft: (Z, <) ist keine
Wohlordnung mehr, so besitzt z.B. die Gesamtmenge Z kein kleinstes Element. Des Wei-
teren ist die Ordnung nur mehr eingeschrinkt mit der Multiplikation vertriglich: aus
r < y folgt zz < yz nur noch fiir 0 < 2.
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3 Rationale Zahlen

Als Motivation fiir eine Erweiterung der ganzen Zahlen lisst sich angeben, dass fiir gege-

bene a,b € Z die Gleichung
a-z=b (2)

im allgemeinen keine Lésung = € Z besitzt. Fiir den Falla =0, b #0 spricht Grundsaitz-
liches gegen die Existenz einer Lésung: Will man namlich die Regularitét fir + und die
Distributivitit von - gegeniiber + beibehalten, so gilt fiir beliebiges z: 0-z = (040)-2 =
0.z +0 -z, woraus durch Kiirzen 0 - z = 0 folgt. Von diesem Fall abgesehen erweist sich
eine Losung von (2) jedoch als méglich.

Man betrachtet zuerst Q = Z x Z \ {0}. Die Grundgedanke besteht nun - ganz analog
zur Konstruktion der ganzen Zahlen - darin, das Paar (b,a) € Q als Lisung von (2) vor
Augen zu haben. In der Tat kommt diese Idee in der fiir rationale Zahlen verwendeten
Schreibweise als Bruch f- noch deutlich zum Ausdruck. Wie zuvor miissen gewisse Paare
identifiziert werden, um eine eindeutige Lésung von (2) zu erhalten:

(b1, a1) ~ (b2, a2) & a1bs = asb;.

Diese Relation ~ ist wieder eine Aquivalenzrelation und man definiert die rationalen
Zahlen als Faktormenge: Q = Q/~. Die ganzen Zahlen findet man in den rationalen Zahlen
nun wie folgt wieder: z € Z ist Losung z von 1 - z = z, also schreiben wir fiir [(z, )]~ =
{(z,1), (=2, -1),(22,2),(—22,~2),...} der Kiirze halber wieder z. Die rationale Zahl
[(1, 2)]~, d.h. die Lésung von z-z = 1 wird mit 1 oder z~! bezeichnet. Dem Kiirzen eines
Bruches entspricht bei diesem Zugang nichts anderem als dem Ubergang zu einem anderen

Reprasentanten derselben Aquivalenzklasse: (3,12) ~ (1,4), also [(3,12)]~ = [(1,4)]~ = £

2 1 1 1 2
-1 -3 -3 -3 0 S 1
3
-3 2
z )
2
-2
-3 ! 3

Erklirung der Abbildung: Die Konstruktion der rationalen Zahlen aus den ganzen Zahlen soll mit dieser
Graphik verdeutlicht werden. Die Punkte symbolisieren die Elemente aus Q und wurden aus Platzgriinden
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nicht beschriftet. Wie zuvor sollen die durchgezogenen dickeren Linien das Zusammenfassen der auf diesen
Geraden liegenden Zahlenpaare andeuten. Die fettgedruckten Ziffern stehen fiir die Aquivalenzklassen
und stellen jeweils eine rationale Zahl dar. Man beachte, wie selbstverstandlich sich die Ordnungsrelation

ergibt (siehe auch [4], Seite 56).

Man méchte natiirlich auch fiir rationale Zahlen die Rechengesetze bewahren. Das wirkt
sich z.B. auf die Addition wie folgt aus: fiir z = [(b, a)]~, y = [(d, ¢)]~, haben wir (gemaB
unserer Interpretation dieser Groflen) az = b, cy = d. Mulitpliziert man die erste Glei-
chung mit ¢, die zweite mit a, addiert beide Gleichungen und fasst auf der linken Seite
zusammen, so erhalt man ac(z +y) = ad + be. Das fiihrt zur Definition:

[(b,a))~ + [(d, )]~ := [(ad + be, ac)].
Unmittelbar ergibt sich durch solche Uberlegungen die Multiplikation:
[(6,a)]~ - [(d, c)]~ = [(bd, ac)]~.

Damit konnen wir zu unserem Ausgangspunkt zuriickkehren:

(5 )}~ = [(5, Dl - [(1, @)} = b-a™ =

Qo

o~

Die Ordnung auf Q kann in folgender Weise festgelegt werden: [(b, ¢)]~ heifit positiv, wenn

a,b > 0 oder a,b < 0. Damit definiert man:
(5, ) < [(d,0))w 14> [(d, )} — [(b, ) positiv.

Bilanz: In (Q, +, -) bleiben alle fiir (Z, +, -) angefiihrten Rechengesetze erhalten, zusatz-
lich gilt:

o Fir alle z € Q, z # 0 existiert 7! € Q: z- 27! = 1. In der Schreibweise der
Aquivalenzklassen gilt: [(b,a)]! = [(a, b)]~.

o Fiir u,v € Q, u # 0, hat die Gleichung uz = v die eindeutige Lésung z = v - u™!

Fiir die Ordnung gilt: wenn a < b, dann existieren unendlich viele 2 € Q mit a < z < b.

Zum Beispiel bekommt man durch fortgesetztes Halbieren z; = E}Q, zy = R = 3—“}9,

allgemein z, = =02 ¢ N, eine Folge rationaler Zahlen z, mit a < z, < b. Man

27}
sagt dazu auch: (Q, <) ist eine dichte Ordnung.

4 Reelle Zahlen

Schon im 5. Jahrhundert vor Chr. sind die Pythagoreer auf GroBen gestoBen, die bei
einfachen geometrischen Zusammenhingen auftreten und sich nicht als rationale Zahlen
darstellen lassen. So gilt beispielsweise fiir die Linge z der Diagonale eines Quadrates mit
Seitenlange 1 die Gleichung
2 _
T =2

Diese Gleichung ist jedoch in @ nicht lésbar, wie man durch einfache Teilbarkeitsiiberle-
gungen zeigen kann.
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Die Konstruktion der reellen Zahlen l6st nicht nur dieses Problem, sondern geht viel
weiter. Die Grundidee bei dem hier gewdhlten Zugang besteht darin, irrationale Gré8en
(wie 2.B. Wurzeln oder die Kreiszahl 7) durch eine Folge von rationalen Niherungswerten
zu beschreiben, die sich dieser Gré8e immer besser anpassen. Diese Anpassung hat eine
Art Kontraktionseigenschaft dieser Folgen zur Konsequenz. Umgekehrt geht man soweit,
jede Folge von rationalen Zahlen, die diese Kontraktionseigenschaft aufweist, als reelle
Zahl anzusehen, wobei wieder gewisse Identifikationen vorzunehmen sind.

Wie bereits erwihnt, ist diese Erweiterung von anderer Art als die ibrigen. Sie ist von
nicht algebraischer Natur in dem Sinn, dass neue Objekte auftreten, die nicht durch
einfache algebraische Sachverhalte charakterisiert werden kénnen, wie dies auf additive
(multiplikative) Inverse bei den ganzen (rationalen) Zahlen zutraf. Vielmehr dominieren
ordnungstheoretische bzw. topologische Gesichtspunkte. Anschaulich gesprochen kann die
Konstruktion der reellen Zahlen als ein SchlieBen der Liicken auf der Zahlengerade ver-
standen werden. Die reellen Zahlen entstehen als ein Modell bei der Analyse des Mes-
sprozesses. Die Idee des Kontinuierlichen erfihrt durch die reellen Zahlen eine mégliche
Realisierung. Daneben gibt es auch andere Moglichkeiten, eine Art Vervollstindigung der
rationalen Zahlen vorzunehmen wie z.B. die Nonstandard Analysis (siehe z.B. Kapitel 11
in [2]) oder einen konstruktiven Zugang (vgl. z.B. [5]).

Im Folgenden sei (z,), n € N, eine Folge rationaler Zahlen. Zunichst wiederholen wir die
wichtige Begriffsbildung der Konvergenz:

e Eine Folge (z,) heifit konvergent zum Grenzwert z, wenn

Ve>03N(e)Vn 2> N(e): |z, - z| <e.
Nun prézisieren wir die angesprochene Kontraktionseigenschaft:

¢ Eine Folge (z,) heit Cauchy-Folge (kurz C-Folge), wenn
Ve > 03IN(e)Vn,m > N(g) : |zn — zm| <e.

Eine konvergente Folge nihert sich dem Grenzwert beliebig genau an in dem Sinne, daf
jedes offene Intervall (und sei es noch so klein), welches den Grenzwert enthilt, alle Fol-
genglieder mit entsprechend grofem Index (> N(e)) enthilt. Eine C-Folge hat die Eigen-
schaft, daB sich zwei Folgenglieder um beliebig wenig unterscheiden, wenn nur die Indizes
entsprechend groB sind. Auch sie scheint sich auf der Zahlengerade auf einen Punkt zu-
sammenzuziehen, nur kommt dieser Punkt in der Formulierung nicht vor und die Idee
besteht jetzt darin, diesen Punkt durch diese C-Folge zu charakterisieren, ihn dadurch

festzulegen. Wir betrachten also die Menge
R := { Menge aller C-Folgen rationaler Zahlen }.

Jede konvergente Folge ist eine C-Folge, wie man leicht aus folgender Ungleichungskette
ersieht:
[T = Zm| = [(zn = 2) + (z — zm)| S |20 = 2| + |z — 2m],

da man die beiden Summanden im letzten Ausdruck fiir eine konvergente Folge (z,) mit
Grenzwert z bei entsprechend groBem n und m beliebig klein machen kann, gilt dies also
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auch fiir den ersten Term. Die Umkehrung dieser Aussage stimmt in den rationalen Zahlen
nicht. Dafiir ein Beispiel:

Sei (z,) durch folgende Rekursion definiert:

(zn + -2—), firn € N.

Tn

[N

To = 2, T4 =
Fiir diese Folge kann man durch einfache Rechnung zeigen:

1 g2, —2= 41(1;ﬂ - ;"’:)2 >0, also z2 > 2, fir allen € N.

2. 22 < 2+ 5, dies 13Bt sich unter Verwendung von 1. mit vollstindiger Induktion

nachweisen.

Es gelten also fiir die Folge (z2) die Ungleichungen

1
2§zi§2+§:.

Da lim 2+ 5= = 2, erhalt man nach eirem bekannten Satz iber Folgen auch Jlim 2 =2

Wir zeigen nun, daB (z,) wohl eine C-Folge ist aber nicht konvergiert:

Aus der Pasitivitdt der Folgenglieder und z2 > 2 folgt insbesondere z, + z,, > 1. Daraus
erhalt man

|20 — Zm| < (T + Tm )20 = Tm| = |27 — 27|
Weil (z2) konvergent ist, wird der Ausdruck ganz rechts fiir entsprechend grole Zahlen n
und m beliebig klein und damit auch der Ausdruck ganz links, also ist (z,) eine C-Folge.

Wire (z,) konvergent gegen z, so wiirde folgen

2 = lim z2 = lim z, - lim =, = z?,
n—oo n—00 n—00

also z% = 2, was fiir eine rationale Zahl z nicht méglich ist.

Die eben besprochene Folge rationaler Zahlen (z,) stellt also einen aussichtsreichen Kan-
didaten fiir die Lésung = der Gleichung z? = 2 dar. Man mu8 allerdings beriicksichtigen,
daB es noch weitere Folgen gibt, die Selbiges wie (x,) leisten: Zum Beispiel gilt auch fiir
Yn = =: lim y? = 2, y, ist C-Folge aber nicht konvergent. Solche Folgen miissen als

] In n—oo
gleich angesehen werden.

Allgemein wird das wie folgt bewerkstelligt: Seien (a,), {b,) € R. Wir erkléren (a,) und
(b,) als dquivalent und schreiben dafiir wie gewohnt (a,) ~ (b,), wenn

nli_,.nélo(a" —b,)=0.
Diese Relation ist wieder eine Aquivalenzrelation und die reellen Zahlen definiert man
als Faktormenge: R := R/~. Eine reelle Zahl ist also in diesem Sinne eine Klasse von

aquivalenten C-Folgen. Eine rationale Zahl ¢ wird z.B. durch die konstante Folge mit
dem Wert z reprasentiert, oder auch durch die Folge z, = = + %

Einige weitere Beispiele von C~Folgen, die in Q nicht konvergieren:
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an = (1 + 1)*, [(an)]~ = ¢, wobei e die Eulersche Zahl ist.

bh=1+5+5+..+ 1 [(Ba)]e =[(an)]~ =

n!?

o Ch = 1—-§+é——...+(—1)"+‘2—n{—l—, [(ea)]~ = z.
ody, =1-3+1—...+(=1)""1 [(d)]. = In2 (In bezeichnet den natiirlichen
Logarithmus).

Die Rechenoperationen auf R werden folgendermafBlen definiert:

[(an)]~ + [(Ba)l~ =" [(an + bn)]~
[(an)]. - [(Bn)l~ [{an - 6a)]~
Dabei ist natiirlich nachzupriifen, dass fir C-Folgen (an) und (b,) auch (a, + b,) und

(@n - ba) C-Folgen sind und die Definition der Operationen nicht von den Reprisentanten
der Klassen abhingt, was einfaches Nachrechnen zeigt. Eine ausfiihrlichere Darstellung

dazu findet man z.B. in [3].
Zur Ordnungsrelation auf R: fir [(an)]~ # [(bn)]~ definiert man

[{an)]~ < [(ba)]~w @ INVYR > N : a, < b,.

0o

Bilanz: Mit diesen Festlegungen bleiben alle zuvor fiir die rationalen Zahlen erwahnten
Rechengesetze und Eigenschaften der Ordnungsrelation erhalten. Zusitzlich erhilt man

fiir reelle Zahlen:

e Jede Cauchy-Folge reeller Zahlen ist konvergent in R. Die eben vorgestellte Kon-
struktion gewahrleistet also die Existenz eines Grenzwertes, wenn eine C-Folge vor-
liegt. Diese Eigenschaft der reellen Zahlen nennt man Vollstindigkeit.

¢ Die Ordnungsrelation ist vollstindig, d.h. jede beschrinkte (nicht leere) Teilmenge
der reellen Zahlen besitzt eine kleinste obere Schranke (Supremum) und eine gréfite
untere Schranke (Infimum).

¢ Es gibt keine bijektive (umkehrbar eindeutige) Abbildung ¢ : N — R, wahrend
eine bijektive Abbildung ¢ : N — Q existiert. Um beliebige Mengen A und B
ihrer GréBe nach zu vergleichen definiert man: A ist gleichmichtig mit (oder von
gleicher Kardinalitit wie) B, wenn es eine Bijektion ¢ : A — B gibt. Obige Aussage
bedeutet also, dass N gleichmichtig wie Q (und damit auch gleichmichtig wie Z)
ist, dass aber R von gréBerer Kardinalitit als N ist. In diesem Sinne kann die GréBe
unendlicher Mengen differenziert werden. R und Q sind demnach verschieden gro8,

wihrend N und Q gleich gro8 sind.

Was die Darstellung reeller Zahlen betrifft, soll noch bemerkt werden, dass jede positive
(negative) reelle Zahl = eine Darstellung als Dezimalbruch

T = (—)ap.a1a,a3... = (=) (ao + iaklo-k)

k=1
mit ag € N, a, € {0, L... ,9} fiir k = 1,2,3,... besitzt Diese Darstellung ist eindeutig,
wenn man die Periode 9, d.h. ax = 9 fiir alle k groBer einer gewissen Zahl ko, nicht zulasst.
Fiir einige weitere Informationen zur Dezimaldarstellung reeller Zahlen siehe z.B. [1].
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5 Komplexe Zahlen

Die Gleichung
2= -1 (3)

hat keine Lésung z in R, denn fiir jede reelle Zahl = gilt =2 > 0.

Zunichst soll eine Vorstellung entstehen, wie eine Erweiterung der reellen Zahlen aussehen
konnte, in der eine Losung von (3) existiert. Nehmen wir an, eine solche Erweiterung
existiert und die Operationen haben die gewohnten Eigenschaften. Sei die Zahl i eine
Lésung von (3), d.h. i2 = —1. Dann lassen sich in diesem Zahlbereich mit Hilfe von
Addition und Multiplikation Ausdriicke der Form a + b -1, a,b € R, bilden. Fiir diese
Ausdriicke gilt: a; + by -1 = a2 + b2 -t & a; = a3 und by = b,, denn durch einfache
Umformungen folgt aus der Ausgangsgleichung a; — a2 = (b — b;) - i. Wire b; # b,
also b; — b; # 0, so multiplizieren wir die letzte Gleichung mit (b, — b;)~! und erhalten
i = (a; — az)(b2 — b1)"! € R, was nicht méglich ist. Also ist b; = b; und daraus folgt
unmittelbar a; = a,.

Bleiben alle Rechengesetze (Kommutativ-, Assoziativ—, Distributivgesetze) erhalten, so
ergibt sich fiir die Operationen zwingend Folgendes:

(a+b-i)+(c+d-i)=a+c+b-i+d-1i=(a+c)+ (b+d)s,
(a+b-1)-(c+d-t)=ac+ adi + bci + bdi® = (ac — bd) + (ad + bc)s.

Formal kann man nun so vorgehen: Man betrachtet die Menge aller geordneten Paare
reeller Zahlen C := R x R und definieren dort Addition und Multiplikation entsprechend

obiger Uberlegungen:

(¢,8) +(¢,d) = (a+¢b+d),
(a,b)-(c,d) = (ac— bd,ad+ be).

Jetzt muss nur nachgerechnet werden, dass tatsichlich alle Rechengesetze erhalten blei-
ben. Dies ist eine einfache Ubungsaufgabe. Exemplarisch wird hier das multiplikative
Inverse des Elementes (a, b) fiir (a,b) # (0, 0) bestimmt ((0, 0) ist ja das neutrale Element
fiir + und besitzt als einziges Element kein Inverses): Das neutrale Element bzgl. - ist
(1,0). Also erhalten wir fiir (a,b)~! = (z,y) die Beziehung

(a,b) (z,y) =(1,0), also azx —~ by =1, bz + ay = 0.

Dieses lineare Gleichungssystem fiir z,y besitzt die Losungen z = i3, y = azf:bg, also

gilt )
-1 _ a -
(a,b) —(a2+b2’a2+bz)'

In der Darstellung komplexer Zahlen kehrt man zur vorher verwendeten Schreibweise
zuriick und setzt a + 1b = (a,b).

Alternativ dazu ist auch folgende Vorgangsweise bei der Einfiihrung komplexer Zahlen
moglich: Man definiert

‘C=={(Z ‘f) | a,b€ R},
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Die Addition und Multiplikation in C wird dann wie fiir Matrizen iiblich eingefiihrt. Die
Abgeschlossenheit von C bzgl. dieser Operationen, d.h. dass fir A,B € C auch A +C
und A - B in C liegen, und die Giiltigkeit der Rechengesetze ist einfach nachzupriifen.
Hierbei folgt z.B. die Assoziativitat von - und die Distributivitdt von - bzgl. + direkt aus
den entsprechenden allgemein giiltigen Gesetzen fiir Matrizen.

Bilanz:
e Die zentrale Eigenschaft der komplexen Zahlen lautet: Jede algebraische Gleichung
Anz” + an1z” 4 ...+ a1z +ag =0,

a;€C,i=0,1,...,n, a, # 0 hat genau n Lésungen fiir z, wenn man jede Losung
mit entsprechender Vielfachheit zihlt (Fundamentalsatz der Algebra). Diese Eigen-
schaft wird auch als algebraische Abgeschlossenheit der komplexen Zahlen bezeich-
net. Ein Beweis dieses Satzes wiirde hier zu weit fithren (siehe z.B. [2], Kapitel

4).

o Es existiert auf C keine Ordnung, die mit den Operationen in der iblichen Form
vertriglich ist: Gibe es eine Ordnung < auf C, so miisste : > 0 oder 1 < 0 gelten.
Im ersten Fall ergibt eine Multiplikation der Ungleichung mit ¢ (¢ > 0, Ungleichung
bleibt erhalten) die Ungleichung —1 > 0, Widerspruch zu —1 < 0. Im zweiten Fall
ergibt eine Addition von —¢ auf beiden Seiten 0 < —i und anschlieSende Multipli-
kation mit —i fiihrt zu 0 < (—1)? = —1, Widerspruch.

6 Die Quaternionen

Im letzten Abschnitt wurden die komplexen Zahlen C als Paare reeller Zahlen (a,b),
a,b € R, eingefiihrt. Damit hat man auf C in natiirlicher Weise eine Vektorraumstruktur

aufgeprigt: Fir a;,b;, c € R hat man folgende Operationen:

(a1,b1) + (azybz) = (a1 + az,b + ba),
c(ay, b)) = (cay,chy).

Jeder Vektor (a,b) lasst sich in eindeutiger Weise aus den Basisvektoren (1,0) und (0,1)
linear kombinieren:
(a,b) = a(1,0) + b(0, 1).

Dieser Vektorraum hat also (iiber R) die Dimension 2 und die Basisvektoren (1,0) und
(0,1) haben beziiglich der auf C definierten Multiplikation sehr spezielle Eigenschaften:
(1,0) ist das neutrale Element ((1,0)-(a,b) = (a,b)) und (0, 1) 18st die Gleichung z? = —1
Man kann leicht zeigen, dass jede Erweiterung der reellen Zahlen, in der die Grundrech-
nungsarten (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division) den iiblichen Rechengeset-
zen geniigen eine solche Vektorraumstruktur aufweist. Als Vektorraum ist eine solche
Erweiterung durch seine Dimension eindeutig charakterisiert.

Sucht man also nach Zahlbereichen, die die komplexen Zahlen enthalten, so ist es nahelie-
gend, zunichst einmal den dreidimensionalen Fall zu betrachten. Hierbei stellt sich jedoch
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rasch heraus, dass keine Erweiterung mit den gewiinschten Eigenschaften maoglich ist: Sei
K = {(,y,2) | 2,9,z € R} und bezeichne zur Abkiirzung ¢ = (1,0,0), + = (0,1,0),
j = (0,0,1) die kanonischen Basisvektoren und nehmen wir weiters fiir die Multiplikation
dieser Zahlentripel in Analogie zu den komplexen Zahlen an, dass e das neutrale Element
ist und 7 - i = —e gilt.? Das Produkt ¢; liegt wieder in K, also muss eine Darstellung

ij=a-e+b-itc-j

mit a,b,¢ € R existieren. Setzt man insbesondere die Distributivitat der Multiplikation
voraus, so erhilt man:

i(ij) = tla-e+b-itc-j)=a-(te)+b-(15)+c (i) =
= a-i1+b-(—e)+c-(a-e+b-i+c-j)=
= a-i—b-e+(ac)-e+(bc) i+ 5=
= (~b+ac)-e+(a+bc)-i+c*j.

Aus der Assoziativitidt der Multiplikation folgt schlieBlich
i(tj))=(G)j=(~€)j=-3=0-e+0-2-1-3.

Vergleicht man nun diese beiden Darstellungen als Linearkombinationen von e, und j,
die ja eindeutig ist, so fithrt dies auf die Gleichungen

2

—b+ac=0, a+bc=0, c" =-1

Die letzte Gleichung kann jedoch fiir ¢ € R unméglich richtig sein, was zur Folge hat,
dass in K eben keine Multiplikation definiert werden kann, die den iiblichen Rechenregeln

genugt.

W.R.Hamilton hat 1843 entdeckt, dass eine vierdimensionale Erweiterung (iiber R) exi-
stiert, die fast allen Anforderungen geniigt — lediglich die Kommutativitat der Multipli-
kation muss geopfert werden: Sei also

H:= {(a;,a2,¢3,a4) | an € R, n =1,2,3,4}.
Die Addition wird der Vektorraumstruktur folgend komponentenweise erklart:
(ay,az, a3, as) + (b1, bz, b3, ba) = (a1 + by, a3 + by, a3 + ba, aq + by).
Zur Abkiirzung fiihrt man folgende Schreibweise ein:

e=(1,0,0,0), i=(0,1,0,0),
j=(0,0,1,0), k=(0,0,0,1).

Die Multiplikation wird nun fiir die Basiselemente wie folgt festgelegt:

€ T J  k
ele 1 J3 k
ittt —e k -3
jlj —k —e 1
klk j -1 —e

2Man kann sich iiberlegen, dass diese Annahmen keine weitere Einschrinkung darstellen.
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Das Element e spielt die Rolle des neutralen Elementes. Auf beliebige Elemente von H
wird die Multiplikation nun fortgesetzt, indem man Distributivitit unterstellt und fiir
die reellen Koeffizienten die Kommutativitit mit allen Basiselementen fordert. Dadurch
erhilt man in Koordinatendarstellung:

(ah az, as, 04) : (bx, bz, ba, b4) = (albl — azb; — ashs — 0454,
a1z + azb; + azbs — aqbs,
a1bs + asby + asb; — azby,
a1bs + ashy + azb; — aabg) (4)

Die Objekte dieser algebraische Struktur (H, +, -) werden als Hamiltonsche Quaternionen
bezeichnet. Fiir eine etwas 6konomischere Schreibweise wird auf den nachsten Abschnitt

verwiesen.

Offensichtlich ist die Multiplikation nicht kommutativ. Dass alle iibrigen Rechengeset-
ze erfiillt sind, lisst sich durch einfaches (aber langwieriges) Nachrechnen bestitigen.
Die komplexen Zahlen kann man als Teilmenge der Quaternionen auffassen, indem man
nur Elemente der Form (a,5,0,0), a,b € R, betrachtet. Diese Vorgangsweise ist jedoch
nicht kanonisch — genausogut kénnte man z.B. die Elemente der Gestalt (a,0,5,0) oder
(a,0,0,b) nehmen.

Wie schon die komplexen Zahlen lassen sich auch die Quaternionen alternativ zur eben
besprochenen Vorgangsweise als spezielle 2 x 2-Matrizen einfiihren:

a3z — a4t 4 — ast

H:{(‘“‘“"'. —dama ) | an € R, n =1,2,3,4},

wobei die Eintrige der Matrix als komplexe Zahlen zu verstehen sind. Addition und Mul-
tiplikation wird wie fiir Matrizen iiblich festgelegt. Beim Nachpriifen der Rechengesetze
kann man sich dadurch vielfach auf allgemein giiltige Gesetze fiir Matrizen zuriickziehen.

Dass die Multiplikation nicht kommutativ ist, hat einige bemerkenswerte Konsequenzen.
So hat z.B. die quadratische Gleichung z? = —1 in H unendlich viele Losungen, namlich
alle z = (0, a3, a3, a4), die der Bedingung a3 + a3 + a} = 1 geniigen.

7 Beschreibung von Drehungen im R® mit Hilfe von
Quaternionen

Fiir A € H, A = (ay, a3, a3, a4), heiBt in Analogie zu den komplexen Zahlen a; = Re(A) der
Realteil und der Vektor @ = (a3, a3, a4) =Im(A) der Imaginarteil von A. Wir verwenden
im Folgenden die Schreibweise A = a, + d. Die Menge aller Quaternionen A mit Re(A) =
0 heifit Imagma.rraum von H und wird mit ImH bezeichnet. Fiir g, b = (bg,b3,b4)
ImH bezeichne (a, b) = azby + a3b3 + a4bs das kanonische innere Produkt und @ x b das
Vektorprodukt. Dann kann man das Produkt der beiden (rein imaginiren) Quaternionen

a und b in der Form

-

i-b=—-(ab+axb
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schreiben (vgl. (4)). Wie fiir komplexe Zahlen existiert auch fiir Quaternionen eine Kon-
jugation und eine Norm: Fiir A =a + d ist -

A=a—-d, |Al=d®+]d
Es gilt unter anderem:
A-B=B-A, |A-B|=|A|-|B|

Des Weiteren gibt es fiir Quatermonen eine Art Ana.logon zur Polardarstellung komplexer
Zahlen: Sei wieder A = a + &, @ # 0, dann gibt es ein eindeutig bestimmtes ¢ aus dem

Intervall (0, ), sodaB

cos 2 sin 1
=Tap Y =170
4] 4]
und man erhalt die Darstellung
= |Al(cosp + =4

Sei nun die Quaternion A =a+ dmit @ # 0 gegeben und ¢ der zu A gehorige Winkel.
Fir # € R® mit # L &, d.h. (#,d) = 0 hat die Multiplikation von A mit der (rein
imaginiren) Quaternion & folgende geometrische Interpretation: Das Produkt A-7 ist eine
rein imaginire Quaternion, also in unserer Schreibweise ein Vektor aus R® und entsteht
aus Z durch Drehungstreckung mit Streckungsfaktor |A| und Drehwinkel ¢ in der Ebene,
die auf die von @ aufgespannte Gerade senkrecht steht, wobei die Drehrichtung von der
Spitze von @ aus gesehen positiv ist.

Dies sieht man wie folgt ein:
A-f=(a+d)-fT=af+d-f=aF—(d,f)+dXxXI=af+dxZeclmH, A-7 ist also
stets rein imaginar und aus der erhaltenen Darstellung folgt unmittelbar (A - Z,@) = 0,
folglich liegt A - & stets normal zu 4.
Aus A-F=aFf+dx 7 und @ L & folgt weiters |A - £|* = a?|Z|? + |@|?|Z|* = |A|}|Z]?, also
|A - £] = |A]|Z|, d.h. durch Multiplikation mit A wird die Lange jedes (zu a senkrechten)
Vektors mit dem Faktor |A| multipliziert.
SchlieBlich gilt

(A-Z,Z) a|fP+(@xZ,3) a

o < - = —— = CO8 p,

|4 - Z||Z] | Al |€] A
also schlieBt A - & mit 7 stets den Winkel ¢ ein.
Was die Orientierung der Drehung betrifft, so folgt die getroffene Aussage aus

det (7, A - #,d) = det (7, a% + @ x £,d) =

det (£,a x 7,d) = det (a,Z,d x £) > 0

(bekanntlich bilden @, Z,d x £ (in dieser Reihenfolge) ein Rechtssystem).

Es lassen sich auch alle Drehungen des R® mit Hilfe der Quaternionen-Multiplikation sehr
einfach beschreiben: Ist A € H, |A| =1, also A = cos¢ + sinp d mit |@] = 1 gegeben, so
beschreibt die Abbildung
R - R
Flz » 424
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eine Drehung mit der von @ aufgespannte Gerade als Drehachse, Drehwinkel 2¢ und einer
von der Spitze von @ aus gesehen positiven Drehrichtung.

Hier sollen nur die wesentlichen Beweisschritte skizziert werden: Durch elementare Um-
formungen erhilt man

f(F) = cos2p 7 + (1 — cos2¢)(d,Z)a +sin2p Z x 4.

Nun sieht man leicht, dass fiir £ = cd, wobei ¢ € R beliebig ist, f(Z) = Z gilt, und fir
Z L dfolgt f(£) = cos 2p Z+sin 2p £x &, d.h. £ wird in der zu & senkrechten Ebene um den
Winkel 2 verdreht. Die Abbildung f ist auf Grund der Distributivitat der Quaternionen-
Multiplikation linear, d.h. es gilt f(; + %2) = f(Z1) + f(£2) und f(cz) = cf(Z), c € R.
Jeder Vektor £ € R® kann in einen Anteil parallel zu @ und in einen orthogonal zu &
zerlegt werden, also in der Form & = ¢& + § mit § L d dargestellt werden, woraus dann
aus der Linearitit und den obigen Uberlegungen alles Weitere folgt.
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